
8 l. 弾性体の変形

数である.1-1表に σの値も示しであるが，たとえば鋼鉄のような硬い金属

で0.3，金や鉛のような柔らかい金属で0.45程度，またゴムで0.48程度であ

る (σ<1/2 であることは後節~ l. 2の(4)で述べる).

( 3 ) 圧縮・膨張

体積 Vの弾性体に一様な圧力ρを加えたとき，体積がわずかに変化して

V + L1Vになったと しよ 7.このときにも体積変化の割合と圧力 ρ(これは

法線応力)の聞には比例関係が成り立つことが知られている.すなわち

L1V ... ~. .. "L1V V -ーゆ あるいは ρ= -K'-'V (l.3) 
ここで Kは圧縮率，K( = 1/K)は体積弾性率とよばれる物質定数である.

(l. 3)の関係は，気体の場合のボイルの法則の一般化でもある.体積弾性率

は前述のヤング率Eやポアソン比σを用いて表すことができる.

(4) K とEの関係

1-6図(a)に示したような長さ 1，ω，hの直方体のすべての面に圧力ρが

はたらき，体積が V(= 1ωh)から V+ L1Vに変化したとしよう.このとき

(l. 3)式から

L1V _ _ L 
V K 

(l. 4) 

ところで，弾性体のこの体積変化は図(b)-(d)に示したような 3つの変形

の重ね合せの結果とも考えられる.ただし，図(b)，(c)， (d)はそれぞれ 1，

2， 3の各方向 (図を参照)にだけ圧力がはたらいている場合の変形を考えた

ものである.

図(b)，(c)， (d)のそれぞれの場合の変形に対して添字 1，2， 3をつけて

区別すると

『基礎物理学選書26 連続休の力学~ (佐野 理著/裳華房)
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1 + L11， 

~ 1.2 
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(d) (c) 

(d) 

微小変形の重ね合せ1-6図

(c) (b) 

dι-_JL 
1 - E' 

L1h3 _ _ JL 
h E 

d笠主 _JL 
ω E' 

血!...__~L1ι一旦坐_ _ ~ L1生一旦 L113_ _ ~ L1h3一旦
一 一一 一一一 一 一-W v 1 E' 1 W E' 1 V h E 

dι ~L1ι 一旦 L1h2 _ _ ~ L1生一旦血正一_~ L1h3一旦
h u 1 - E' h U w E' w U h - E 

(1.5) 

となるので， 1， 2， 3の各方向に対する伸びは全体でL1l= L1l1 + L1ん+L1ゐ，

したがって， 伸びの割dω = L1Wl + L1W2，'+ L1W3， L1h = L1h1 + L1h2 + L1h3， 

合は

(1.6) A-L1笠 L1h _ Jl二2並主
f ω h E 

となる.体積変化率は
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L1V _ (1 + L1l) (w + L1w) (h + L1h) -lwh 
V lwh 

24L+争+子 3(17σ)ρ (1.7)

であるから， (1. 4)式と比較することにより

E 
τπーτγ(1.8)3(1 - 2σ) 

を得る.通常Kや Eは正であるから， (1. 8)から σ<1/2となる.

[問題2] 1 -1表の E，σ，Kについて(1.8)式の成立することを確かめよ.

( 5 )ずれ

1-7図に示したような直

方体の下面を固定し，上面に

対して商に平行なカ Fを加

えると，上下の面が平行にず

れるような変形が起こる.こ

の変形をずれとよぶ.体積は

A 
ずれ角度
θ 

固定
B C 

1-7図ずれ

F 

変化しない.面にはたらく力の大ききは単位面積当り f= F/S(Sは上面の

面積)で，方向は面に平行で、ある.このような応力を接線応力あるいはせん

断応力とよぶ.ずれ の程度を量的に表すためには，1-7図に示したように変

形前に固定面に垂直で、あった辺ABがずれによって傾いた角度。を用いる

のが適切で、ある.ずれが微小で、あれば(θ~ 1)，この Oとfの間には比例関

係が成り立ち

。=舌 あるいは f = C8 (1. 9) 

と表される.Cをずれ弾性率または剛性率とよぶ.Cも物質定数であり，E

や σを用いて表すことができる.
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(6) GとEの関係

簡単のために 1-7図でh= [と仮定する.ずれ変形の前後での対角線の

長さは 1-8図(a)から明らかなように

(A'Cl ~ /唱¥
AC = BD= jす[， j ::~--: ~ = / [2 + [(! (1平 8)J2之江[(1平 ÷θ)

lBD' ) ¥z  -/ 

であるから，対角線方向の伸びの割合は AC， BD方向にそれぞれ

A'C -AC 8 BD' -BD 8 
一 AC -τBDτ(1.10)  

である.

1 -8図(a)では弾性体が不動で、あると仮定していたが，もし上面に応力が

はたらいているだけであるとすると，これによって並進運動や回転運動が起

こってしまう .そこで，いま考えている弾性体を静止きせたままでずれ変形

を起こさせるためには，図(b)のように，大きさが等しく向きが反対の接線

-ーーー・一一一--Z8 Z8 
(a) 

80 A 面ANの面積80

N 

J2 F*面KNの面積J280

.¥面KNにはたらく応力
J2 F* F* 
=マ言80 否--;=f(法線方向)

(c)面KNにはたらく力

A: 

!C 

(b)純粋なずれ

1-8図 純粋なずれによる内接四辺形の変形
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応力を互いに向かい合う面に加え，それと同時に隣合う面にはたらく力のモ

ーメ ントが打ち消されるようにする必要がある.このような応力による変形

を純粋なずれとよぶ.

図(b)のように，正方形断面 ABCDをもっ弾性体に接線応力 f= F/5 

(5は辺ABの長さと奥行きの積)がはたらき，純粋なずれ変形が起こった

とする.この変形で各辺の中点を結ぶ四辺形は正方形KLMNから長方形

K'L'M'N'に変化する.商 KNや面 LMにはたらく応力は圧力fであり，面

KLや面MNにはたらく応力は張カfである (図(c)参照).これを考慮して

AC方向， BD方向の伸縮の割合を計算してみよう .S l.2の (4)で述べたの

と同様に(次の[問題3Jも参照)， AC方向， BD方向にだけ法線応力fがは

たらいたと仮定すれば，

AC (または BD)方向の伸びの割合は -壬(または壬)，

その結果生じた BD(または AC)方向の伸びの割合は吾(または-1)
であるから，両者を重ね合わせると AC， BD方向の伸びの割合はそれぞ、れ

ー (1+吋 (1+剖 (1.11) 

となる.

[問題 3J 応力fが1-9図(a)のようにはたらいている.これを (b)，(c)のよう

に分解し， (l.11)を導け.

「ーーーーーーーーーーーーーー，

一--JFみ
(a) (b) 

1-9図
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(1.11)式を (1.9)，(1.10)と比較して

G-E  
-苛Tτ7了 (1.12) 

を得る.通常 E，G> 0であるからσ>-1.前述の結果と合わせて

-1<σ<÷ (1.13) 

となる.しかし， σ<0となる物質，すなわち，一つの方向に引き伸ばしたときに

これと垂直な方向にも広がるよ うな物質は見つかっていないので，経験的には

0孟σくす (1.13) ， 

と考えてよい.

[問題4J 1 -1表の G，E， aについて(1.12)式の成立することを確かめよ.

[問題5J E， G， K，σの聞の次の関係式を導け.

C， E C， K E， K C， 6 E，σ K，σ 

E=I 
9CK 2(1+σ)C 3(1-2σ)K 
3K+C 

C=I /" 3EK E 3(1-26)K 
9K-E 2(1+σ) 2(1+σ) 

EC 2(1+6) C E 
K= I 3(3G~E) 3(1-2σ) 3(1-2σ) 

σ= I n~ - 1 3K-2C す(1一面2C 2(3K+C) 
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( 2 ) ねじれ秤り

弾性体の棒のねじれに要するモーメ

ン卜が半径の 4乗に比例するという上の

結果は，半径を小さくすることによって

非常に小さなモーメン卜の測定が可能で、 M 

あることを示唆している.これを利用し O 
たものがねじれ秤りである (2-2図). 

実際にクーロンが電気力の逆2乗法則を

M 

r = (2. 4) = 1 x F 

発見したとき (1785年)，キャベンデイ ツ
2 -2図ねじれ秤り

シュが万有引力の法則を確認したとき(1798年頃)，レベデフが光の圧力を測

定したとき (1899年)などには，この方法が利用された.

( 3 ) ねじれ振動

2-3図のように，回転の慣性モーメント 1(下の

[注]も参照)の剛体が長さ l，半径αの細い弾性体の

糸に吊きれ，糸を軸として回転できるようになってい

るとする.ただし，糸の上端は壁に，下端は剛体に固

定きれている.いま水平面内で剛体をつり合いの位置

から角度妙。だけねじって静かに放したとすると，糸の

弾性による復元力のために剛体は回転振動(ねじれ振

動)を始める.剛体の回転運動の方程式は，一般にオ

φ=0 

2-3図ねじれ振動

イラーの方程式で与えられ，慣性主軸を軸とする回転については

1 dr;: = N 
dt 

(2.5) 

が成り立つ.ここでωは回転の角速度，Nは力のモーメントである.いまの

例では ωや Nは回転軸(糸)に平行な成分だけを考えればよいので
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I穿=一字φ すなわち 努=_ Q2φ， 。二J喜子
(2.6) 

17 

となる.ただし，。はねじれの角度で， ω=drt/dtである.t = 0でゆ=ゆ0，

drt/dt = 0として (2.6)式を解けば

2π /87rIl 
ゆ=ゆocos Qt， 周期 T=Q =、古士 (2.7) 

となる.この回転振動系は，ずれ弾性率 Gを求めるときにも利用される.

[問題 1J 糸の長さ Jと半径a，剛体の慣性モーメ ントIがわかっているとき，ず

れ弾性率 Gを決定する方法を述べよ.

[注] 剛体の回転の慣性モーメ ント

平板状の剛体がその面に垂直な軸00'の周りに角速度 ωで回転をするときの回

転運動について簡単にまとめておこう.2-4図に示したように，位置 rにある微小

な体積 dVの部分がも っている角運動量dLは

dL=rX(pdV)v， v=ωX r 

である.向きは 00'軸方向 (rX v//ω)なので，ここでは大きさについてだけ考え

ると

dL=γ(ρdV)v =ρr2ωdV 

となる.ただし，dL = 1 dL 1， r = 1 r 1， v = 1 v 1 =ωr，ω=1ω|である.これを

剛体全体にわたって積分すれば，全角運動量の大きさ Lが得られ，

L= I ργ2ω dV = J，ω J = I ρr2 dV 
j(剛体全体)ー j(剛体全体)ー

となる.たとえば，半径 a，厚さ hで密度一様な円板の中心軸の周りの慣性モーメ

ントは

体積dV
密度ρ

2 -4図

dφ 
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1= lafπρY2(hdrrd)=÷MG2 
となる.ただし，M=πa2hρは円板の質量である.

カのモーメントの大きさ Nは

r ，， ' ~ r" . '" dL T d，ω N=  /rxdF= /rXρl.idV =一一 =1一一J' ，，~. -J' " I"V ~， - dt -. dt 

で与えられる.1は回転角速度の変化の起こりにくさを表すので， (回転の)慣性モ

ーメント とよばれる.

~ 2.2 棒の曲げ

(1) 棒にはたら〈モーメントと曲げ

2-5図(a)のように真直な弾性体の棒の両端に力のモーメ ントを加え，棒

を平面内で曲げる場合を考えてみよ 7.棒は外側では引き伸ばされ内側では

圧縮されるから，その中間に伸び縮みのない面が生じている.これを中立面

とよぶ.太さや材質の一様な棒をわずかに曲げる場合には，曲げたあとの棒

の形は円弧で近似できる.そこで，中立面の曲率半径を R，その面を基準と

して外側に測った高さを Uとして伸びの割合L1l/1を表すと

A-JR + .1/)θ -Rθ ー乏-
Rθ R 

(2.8) 

となる.ただし θは円弧状に曲がった棒の張る中心角である.したがって，

dy 
U 

中立面
Z 

(a)榛の曲げ (b)軸に垂直な断面

2 -5図
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断面内の微小面要素 dxdy (図(b)の斜線部分)に垂直にはたらく応力fは，

ヤング率を Eとすれば

N
g

一RE --
d
7
 

E
 

r
f
J
 

(2.9) 

と書くことができる.このカによ って中立面の周りに生じているモーメ ント

dMは

E ..2 dM=yx(f命 dy)= R y2 dx dy (2.10) 

となる.そこで，これを棒の断面全体にわたって積分すれば，棒を曲げるの

に必要なモーメント Mが得られ

M 二 fdM= ~ ffy2此 dy=長1 (2凶

となる.ここでIは断面の幾何学的慣性モーメント とよばれ

1=仏両全体)uzkdu (2.12) 

と定義される.剛体の回転における慣性モーメ ント (32.1(3)の [注]を参

照)とは次元も物理的な意味も異なるが，曲げに くさ(これも慣性の一種)

を表すので，このような名前がつけられている.関係式 (2.11)はベルヌーイー

オイラーの法則とよばれている.

( 2 ) 断面の幾何学的慣性モーメントの例

( i ) 長方形断面の場合

断面が2-6図(a)のような長方形の棒を面ABや CDに平行な面内で曲

げる場合には，中立面は明らかに辺AB，CDの中点を結ぶ面である.長方形

の縦横の長さを b，aとし，図のように勾軸をとれは、

I=l24:;U2du=害 (2.13) 

となる(板の厚みの3乗に比例する !).これと垂直な方向に曲げる場合には

aとbの役割を入れ換えればよい.
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縦波の変位の大きさ

弾性体の様

A 
D 

同一一一一一一一 L一一一一一一一-: 汗一一一λ。一一ー叫
(=波長の1/2) 粉末の縞模様

3 -5図 クン トの実験 (平面図)

の波長 ，10は実測により， またそのときの気温がわかれば (3.14)から音速 Vo

が計算できる.振動数/は空気柱と弾性体棒の双方に共通で、あるから f=

Vo/ ，10.両者から fを消去してE=ρ(2Lvo/，10) 2を得る.

~ 3.2 弾性体を伝わる横波

(1)ねじれ波

92.1で棒のねじれを議論し

たときには，棒の下端から上端

まで一様なずれを仮定してい

た.ここでは，ずれが3-6図

(a)のように円柱の軸方向の座

標zと時間 tに依存して変化

している場合にはどうなるかを

考えよう .この場合にも局所的

に見れば回転のモー メン トr

が (2.4)の形に書けるはずであ

半径R

3 -6図

る.そこで，(2.4)式のの/Lの代りにao/azを使って
πGR4 aφ 

(z) =一一一一一
2 az (3.15) 
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を得る.ただし，円柱の半径を R，ねじれの角度を O(z，t)， ずれ弾性率を G

とした.

弾性体の棒のずれの伝搬を考えるために，図(b)のような厚き L1zの薄い

円板部社の回転運動を考える.この円板の回転の慣性モーメント Iはこの部

分の質量L1m=πR2(L1z)ρを用いて 1= (1/2) (L1m) R2であり (92.1(3)の

[注]を参照)，円板にはたらく正味の回転のモーメン卜 Nは r(z+ L1z， t) 

r (z， t)である.したがって，z軸の周りの回転運動に対するオイラーの方程

式I(グφ/at2)= N (z， t)は

2 ;]2φ 
(πR2L1zρ) R2 v..，，"2' = r(z + L1z， t) -r(z， t) dt 

1 _f'Tl4( dφ(z + L1z， tdφ(z， t) ¥ = -::. 7fGR41 V~ ，_ ~_， "'一一一一一一l
¥ dZ dZ } 

1 r. ~.( azo ¥ =τπ-GR4 ¥ a;Z L1z +…) 
となる.最左辺と最右辺を約分し，L1z→0とすれば

azo 円。2φ
ρdt2 = l.T石T

これも波動方程式であり，その一般解は

(3.16) 

φ(z， t) = {f(x - vt)， g(x + vt)} (3.17) 

/G 
U二‘与 (3.18)
vρ 

である.これは，ねじれの生じている方向(円周方向)とねじれ角の非一様

性が伝わっていく方向(円柱軸方向)とが直交しているので横波の一種であ

る.物理的なイメージに基づいてねじれ波とよぶこともある.ねじれ波の伝

わる速さは円柱の半径には依存しない.

[問題4] ヤング率E，ずれ弾性率Gの円柱状弾性体を伝わる 1次元的な縦波の

速度 (3.5)と横波の速度 (3.18)を比較し，両者の比 U制 /v横植がポアソン比σの

値によりどのような範閤内にあるか述べよ.
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( 2 )曲げの波

自然な状態では真直ぐであった細い弾性体の棒や板(断面積Sは一様とす

る)にゆるやかで非一様な曲がりが生じているとする.棒や板に沿って測っ

た任意の位置 Zにある断面にはたらくモーメントを M(x，t)と表すと，3-7

図(a)のアミカケをした微小部分むにはたらく正味のモーメントは

z 

-Z 

z 

f(x， t) 

Z 

(a)接線応力fとモーメント M (b)板の振動

3 -7図

。M
M(x + ox， t) -M(x， t) :::::: a王-ox

である.これはアミカケ部の両端面にはたらく接線応力fによるモーメント

釘 x(fS)とつり合っている.したがって，む→Oとして，接線応力とモー

メントの聞の局所的な次の関係式を得る.

1 aM 
f(x) =一一一
S ax (3.19) 

きて，図(b)のL1x部分の運動を考えてみよう.この場合には 92.2で述べ

たような一様な曲げとは異なり，板の微小部分L1xの両端面にはたらく応力

f(x)とf(x+ L1x)は大きさも向きも異なるであろう.しかし，変形がゆる

やかであればこれらの応力はほぼ反平行とみなせるから z方向の並進運動

の運動方程式は，

ρ(S L1x)会=-f(x +ム川 +f川 )S之ーまL1xS 
(3.20) 
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となる.ただし ρは弾性体の密度.これに (3.19)，および (2.11)，(2.15) 

から導かれる関係

M(川)=d?7了叫宣告斗 (3.21) 

を代入すると

。2Z C' af _ iJZM T:'T a4 
5 ~-'... = - '"1-2 - - EI守主 (3.22) at2 - V ax - ax 

が導かれる.これが幽げの波を表す方程式である.

方程式 (3.22)において V= JE! p， K二 fJTSとおくと

ゑ +~V2 ~4号 = 0
at" n v ax4 

あるいは，これを分解して

または

(ot r ーすねt)= 0 at 

(%t十的多)z(x，t) = 0 

(3.23) 

(3.24 a) 

(3.24 b) 

が得られる.これは量子力学でよく知られたシュレーディンガ一方程式と同

じ形である.(3.23)の解のうち，調和振動型の解は

z(x， t) = X(x) cos (ωt +ゆ)

と仮定することにより求められる.ただし X は

~V2X(lV) - aiX = 0 

を満たし，一般解は

(3.25) 

X(x) = A sin αx + s cos αx + C sinh αx + D coshαx 1 

(A，s，C，Dは定数，a = ffv) J 
(3.26) 

で与えられる.
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(1) 静止流体と圧力

流体の静止状態(静止流体)を考えてみよう .流体は分子(ここでは原子

も含めた構成要素を代表して分子とよぶことにする)の集合体であり，通常

の温度では，一つ一つの構成分子は絶えず運動している.したがって，ここ

でいう静止状態とは，流体内部のいたるところで速度の時間平均がOである

ものをいう .

いま静止流体中に勝手な面を考えると，この面には接線応力ははたらかな

い.そもそも応力は分子が面に衝突して運動量を与えるときに生じるもので

ある.したがって，静止流体であれば，衝突する分子のうちで商に平行な速

度成分が互いに逆の分子がいつも等しい確率で存在するから，平均的にみて

面に平行な力が残ることはない.これに対して，法線応力だけは残る.なぜ

なら，もし面の裏表から閉じ強きでEいに逆向きに分子の衝突があっても，

面に加えられる力の合力は Oになり，“静止状態"が可能だからである.も っ

ともこれは圧力についてであって，張力が起こりえないことは衝突過程を考

えれば明らかであろう.以上のことを数学的に表現すると

ρυ=ρδ1) 

となる.

[例題lJ 6-1図のような x軸方向を法線方向と z 

する面にはたらく応力を書き，これを参考にして(6.1)

の表現を確かめよ.

[解] 面Sの法線 nはx軸方向なので，これにはたらく

応力は

pn = px = (ρ.r.r， tYX，ρzx) 

である.図より

ρxx - -P， ρ叫 =ρ口 =0

これらをまとめて

P'x =一ρ3日 (i= x， Y， z) 

(6.1) 

Z 

6-1図
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y， z軸方向を法線とする面についても同様なので

ρ柑=- P 8iy， ρiz ρδiz (i = x， y， z) 

ρυρδij (i， j = x， y， z) 

となる.~ 4.3で述べたように，むは等方性テンソルであるから，座標系の選び方

によらない.したがって，圧力はどの向きをもった面に対しても等しい.

( 2 )静水圧

一様な重力の下に置かれた静止流体中の圧力を求めよう.6 -2図 (a)のよ

うに，表面から深さ hまでの柱状部分について力のつり合いを考える.この

柱状部分の底面積を S，ここにはたらく圧力を ρ，大気圧をム，鉛直下向き

の一様な重力加速度を g，流体の密度を ρとする.底面では圧力ρが下方か

ら，また上方からは，その上の柱状部分に含まれる流体の重量と大気圧んが

下向きにはたらくから，

ρs=ρ∞ S+(ρhS)g， :.ρ=ρ∞+ρgh (6.2) 

となる.この圧力ρを静水圧とよぶ.

(a) (b) 

llJLtグ
6-2図

この結果は，静水圧が流体の深さだけに依存していて，容器の形状には影

響きれないことを示している(図 (b)を参照).もちろん，つながっている流

体では，表面の高さはどの部分でも等しい.

[問題1J 深さ 10000mの深海における圧力を計算せよ.ただし，海水の密度は

1.0 X 103 kg/m3，大気圧は 1.0X 105 Paであるとせよ.



84 6. 流体の変形と運動

( 3 ) パスカルの原理と水圧器

6-3図のように，鉛直部分の断面積51，52 

の異なる容器がパイプでつながれている.こ

れらには流体が満たされており，両側の水面

には上下に移動できるふたが乗せてある(す

なわちピスト ンになっている)とする.重り

を乗せる前には，静水圧のつり合いにより，

流体は両側の水面の高きが等しい状態で静止している.

8， 8， 

6-3図

きて，断面積51の容器のふたの上に重量制の重り，断面積52の容器のふ

たの上に重量 W2の重りを乗せたときに再びつり合ったとする.初めの状態

に比べて前者では ω，/ぶだけ圧力が増加している.この圧力増加は密閉容器

内のどの面においても等しいので，断面積52の容器のふたの部分にはたらく

圧力の増加量 w2/52とも等しいはずで、ある.したがって，削/51二 w2/52，あ

るいは，助/W1= 52/ 51 • すなわち，面積比倍の重量が支えられることになる.

これが水圧器として知られているもので，自動車の修理の際に車両を持ち上

げて作業をするための機械(カーリフト )，あるいは油圧ブレーキや油圧ジャ

ッキなど力を必要とするさまざまな流体機械に使われている.このように，

「密閉した容器内の静止流体において，いずれか 1点で

圧力が増加すると，他のどの点においても圧力の増加が (6.3) 

等しくなっている」

これはパスカルの原理 (1653年頃)として知られている.

[例題2J 半径5cmの小きなピストンに圧縮空気で力を加え，他端にある

半径15cmの大きさのピス トンで車を持ち上げるカー リフトがある.車の重

量が1トンであるとき，これを支えるのに必要な空気圧を求めよ.

[略解] 車がピストンに与えているカ Rは1トン重 =9.8 x 103Nである.こ

れを支えるために小さなピストンに加えるべき力は只=九 x(SI!S2) = 9.8 x 

103 x (5/15) 2 N ~ 1.1 X 103 Nでよい.このカを生じるために必要な空気の圧力
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ムはあ =Fd51 = 1.1 x 103/(π(0.05)2) = 1.4 X 105 Paミ1.4気圧

[問題2] 6 -4図 (a)，(b)で水の飛び出す様子を議論せよ. (b)では高さによる

圧力の影響は無視してよい.

(a) (b) 

ii13「7jE
6 -4図

( 4 ) アルキメデスの原理

6-5図 (a)のように，断面積 5，体積 Vの物体が密度 ρの流体中に完全

につかっているとする.重力加速度は下向きで大きさは gとする.このとき，

物体下面には静水圧ρ ム+ρgh1による上向きの力 F1=ρ15が，また上

面には静水圧P2=九十 pgh2による下向きの力九こんSがはたらしした

がって，全体として

F=F1一日 =ρ15-P25 = (ム+ρ'gh1)5一(ん+ρ'gh2)5 

= pg(h1 -h2)5 =ρIgV 

大気圧P∞

t t t 度
力
速
重
加

h 

p 

(a) (b) 

6 -5図
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ラ 非粘性流体の力学

われわれが通常目にする流体の運動では

レイ ノルズ数がかなり大きい.たとえば，人

がゆっく り歩いているときでも，野球のポ

ールを投げたときでも，レイノルズ数は 10の5乗程度になってしま

う.言い換えれば，これらの流れにおいては，慣性が重要，あるいは

粘性が重要で・ない，といつことになる.そこで，この章では，レイノ

ルズ数が大きくなった極限の場合として，非粘性の流体を考えてい

く.この場合には，流体の基礎方程式に含まれる非線形項をまともに

取扱う必要があり，さまざまな数学的解析手段が応用される.逆に，

流体力学が，壮麗な数学体系を発達させるための切っ掛けを与えて

いたとも言える.したがって，流体力学を学ぶことによ って，そこで

使われている数学に直感的イメージを膨らませることができる.も

ちろん，非粘性流体というのは一つの理想化であり，この仮定によ っ

て説明できない部分が生じた場合には，もとの方程式に立ち帰って

その原因を調べ，新たな方向を探らなければならない.

~ 9.1 オイラ一方程式とベルヌーイの定理

レイノルズ数の定義は Re=ρUL/μであった.ここで， ρとμは流体の密

度および粘性率，Lは物体のおよその大きさ，Uは流体運動に特徴的な速度

である.この Reが大きい流れといつのは ρ，U， Lなどが大きいときにも起

こるが， μ→ Oの場合にも実現する.そこで，Reが無限大の流れを μ=0の

場合，すなわち，非粘性流体の流れとみなす.以下ではこの極限的な流れに
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ついて調べていく .

(1) オイラ一方程式

流体の基礎方程式であるナヴイエ ストークス方程式 (7.24)において，

μ=0と置く .簡単のために ρ=一定と仮定すると

立旦 =ρK -¥7ρ
ρDt (9.1) 

となる.この式をオイラ一方程式とよぶ.圧縮性を無視しているので，連続

の方程式は (7.28)式 .

div v = 0 (9.2) 

で与えられる.ここで，(9.2)， (9.1)式は，それぞれ質量保存則，運動量保

存則を表している.

( 2 ) オイラ一方程式の第1積分

オイラ一方程式 (9.1)を具体的に書くと，

主主十 (v'¥7) v = K-士旬。t
である.ここで，左辺の非線形項を

(v • ¥7)ドマ(わ2)-V x (¥7 X v) 

のように書き換えると(付録A[2Jの8)を参照)，(9.1)式は

ov ~(1 . . 1 ?¥ 
57=K一円7ρ+τv2)+ v X (¥7 X v) (9.3) 

となる.つぎに，いくつかの特別な場合について， (9.3)式を調べてみよう.

( i ) 静止流体

まず，も っとも簡単な例として静止流体 v=Oを考えてみよう.この場合

には， (9.3)式は

K =マ(ヤ)
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となる.これは， 外力が保存力であることを示している.そこで外力のポテ

ンシャルを H としてK=-¥1Ilと表すと，

マ(す+Il)=O
が成り立つ.この式は，空間のあらゆる方向に対して勾配がないことを意味

し，また，仮定により時間的な変化もないので

定H
 
+
 

4
ρ
 

(9.4) 

でなければならない.鉛直方向 (z方向)に一様な重力場であれば，Il = gz 

であるから， (9.4)式はρ+ρ'gz=一定となる.ただし，gは重力加速度で

ある.地球では重力の大きさが等しい地点をつないでできる面をジオイドと

よぶ. 地球構成物質の分布が不均一なために多少の凹凸はあるものの，ジオ

イドはほぼ球形と考えてよい.上式は， 地球規模で見たときに，静止した流

体の水面が圧力(大気圧)一定の面になっていることを述べているのにはか

ならない.

( ii ) 渦なし流れ

渦度のない流れは渦なし流れとよばれる.この場合には渦度 ω=¥1xv

がOであるから，やはり速度場はポテンシャル φを用いて v= ¥1oと書け

る.これらを考慮すると，(9.3)式は

laφ1  . . 1 ? ¥ K=マl一一+ーァρ++v2)¥ at . {)}/' 2 V } 

となる.これが成り立つためには外力は保存カでなければならない.そこで，

外力のポテンシャルを H とすると，K=-¥1Ilであり，

(ao ， 1 . . 1 ? ¥ 
刊す十7+τv"+町=0

となる.この式が空聞のあらゆる方向に対して勾配がないことを示している

のは(i )の場合と同じであるが，今度の場合には時間的な変化はあっても よ

いので
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。φ1. ， 1 
+ρ+一;-V2+ II = F(t)， at ρ2  (ただし F(t)は任意関数)

(9.5) 

と書ける. (9.5)式は圧力方程式または一般化されたベルヌーイの定理とよ

ばれている.この関係は，渦なし流れ領域全体で成り 立つこと に注意しよう.

[例題1] 渦による表面の凹み

z 

γ 

9-1図のように，無限に広い非圧縮

非粘性流体が静止状態でz<Oの領

域を満たしていたとする.いま，z軸を

中心とした同心円状の流れ

r 
Voニ 2rcr' Vr = Vz = U 

¥rす遠
9-1図渦と自由表面

が作られて定常状態になったとしょ

う.ただし，rは定数で，(r， rt， z)は円柱座標系である.このときの自由表
面の形を決定せよ . これは~ 9.3 (5)で述べる渦糸の作る流れである.

1θ 
[解] この流れは Yキ Oで渦なしである(¥・ ωz r百戸(仰φ)= 0，ωγ= 

帥=0).したがって，r>Oで一般化されたベルヌーイの定理が使える.また，定
1 . ， 1 

常流であるからao/θt= 0， F (t) = C (定数)である.したがって，pρ+τv2 + 
gz = Cが領域内のすべての点に対して成立する.いま，無限遠での自由表面の高さ

を基準の位置z=Oに選ぶと，そこでは v= 0， p =ム(大気圧)であるから，C=

p~/p である.中心か ら距離 r の位置での自由表面の高さを z とすると ，そこでも圧

1 L ， 1 ( r ¥2 ， __ _ 1 
力は大気圧に等しいから ρ++( ，，'-__) + gz 九が成り立つ.これより

2 ρ ∞ 2¥2πr/ ρ 

z=一訪F を得る.

( iii) 保存力場内の定常流

定常流ではao/at= 0である.さらに，外力のポテンシャルを II(K= 

-vmとすると


	2137s-1
	2137s-2
	2137s-3
	2137s-4
	2137s-5
	2137s-6
	2137s-7
	2137s-8
	2137s-9
	2137s-10
	2137s-11
	2137s-12
	2137s-13
	2137s-14
	2137s-15
	2137s-16
	2137s-17
	2137s-18
	2137s-19
	2137s-20
	2137s-21
	2137s-22

