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条件付き確率の定義より，次の確率の乗法定理が導かれる.

定理1.3 2つの事象AうBがともに起こる確率 P(An B)は，条件付き

確率を使って，次のように表される

P(A n B) = P(A)P(B I A) = P(B)P(A I B) 

例題1.2

袋の中に同じ形状の球61!!!1が入っていて，それぞれに 1，2， 3， 4， 5， 6の数字

が書いであるとする そのとき，袋の中から次のような 2通りの方法で 2個の

球を取り出すことを考える

( 1 ) 袋の中から球を 1個取り出す l回目の球の数字が i(i = 1，・.， 6)で

ある事象を Aiとする 次に，取り出した球を袋に戻し，よくかきまぜ，改め

て袋の中から球を 1個取り出すとき(復)l;1rJI!H)，球の数字がj(j = 1， • • • ， 6) 

である事象を Bjとする そのとき，取り出した 2値|の球の数字が 2，Jである

確率はいくらか

( 2) 1回目に取り出した球をもとに戻さず，続けて球を取り出すとき は1::

復元fl1i出)，取り出した 2個の球の数字が 2，Jである確率はいくらか

[解] (1) 1回目の取り出しでは，すべての球が同様の確からしさで取り

出されるから，P(A包)ニ1である 取り出した球を袋に戻すならば，条件
6 

は1回目と同じであるから， 2巨!日に袋の中から球を 1個取り出し，それが

j (j = 1， • • • ， 6)である事象を時とすればその確率は P(B3)=jで、ある

たとえば， 1回目に 1の球を取り出し， 2回目に 2の球を取り出す確率では

1 1 1 
P(A1 n B2)二 P(A1)P(B2)= .;;. . .;;. = 

6 6 36 

が成り立つ この結果は，Al' B2が独立であることを示している
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( 2 ) 

例えば1回目に 1の球が出た後は，袋の中には数字が2，3， 4， 5， 6の5個

1回目に取り出した球をもとに戻さず 2回続けて球を取り出すときに

確率とは何か2 

lま

条件付き確率を用いれば
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したがっての球しかない

P(Bi I Ai)ニ O( iチ3のとき)， 

2回目に 2の球を取り出す確率は

111  
P(A1 n B2) = P(AdP(B2 I Ad =一=

6 5 30 

1回目に1の球を取り 出し，ゆえに，

非復元抽出において， 2回目に 2の球を取り出す確率 P(B2)は， 1回目に惨参考

• ， 6)である事象 A;.をすべて考慮することで得られ，取り出した球がi(i = 1， 

P(B2) = P(Al)P(B2 I Al) + P(A2)P(β2 1;12) + P(A3)P(B2 I A3) 

+ P(A4)P(B2 I A4) + P(A5)P(B2 I A5) + P(A6)P(B2 I A6) 
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したがって，確率 P(B2I Al)とP(B2)は等しくない

P(B2lAhj日 間 =t
となる

Al， B2が独立で、ないことを示しているこi'Lは

例題1.3

A，Bの2人が1本ずつクジ5本が当たりであるクジがあり，

を引くものとする

20本のうち，

よくかきまぜて次に Bがヲ|くとき(復Aがヲ|いたクジをもとに戻し，( 1 ) 

2人とも当たりである確率はいくらか元抽出)，

次に Bがヲ|くとき(非復元抽出)， 2 Aがヲ|いたクジをもとに戻さず，( 2 ) 

人とも当たりである確率はいくらか
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5 1 
[解] (1) 当たりである確率は = で， もとに戻すのでAヲBの条

20 4 

1 1 1 
件はともに同じ(独立) したがって，求める確率は ・ = である

4 4 16 

1 
(2) Aのクジが当たる確率は ，クジをもとに戻さないので Bのクジ

4 

1 4 1 
が当たる確率は したがって，ともに当たる確率はー・一一=一ーであ

19 4 19 19 
る

2.3 ベイスの定理 全人口を "10代以下， 20代，"'， 60代，70代以上"と

年代別に考えるように，全事象 Sが互いに素な n個の事象 Al'A2ぅ・・・ ，A1J.' 

AinAj =日(iy:j)に分割されているならば，次が成り立つ .

Al U A2 U ... u An = 5， P(Ad + P(A2) + ... + P(An) = 1 

このようなとき， 5は層別 (stratification)されているといい，各 Aiを層

(strata)という P(Ad，・・・ ，P(A，o)を各層の事前確率 (priorpr由 ability)

という.層別され，その事前確率が与えられているとき，次が成り立つ

定理1.4 全事象が Ai(i = 1， .・.，n)に層別されているとき，事象 Bの

確率 P(B)は， A2の事前確率 P(Ai)と条件付き確率 P(BI Ai)を使って，

P(B) = P(AdP(B I Ad + P(A2)P(B I A2) + . . . + P(An)P(B I An) 

と表される.これを全確率の公式という.

図1.2
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[証明] 事象 Bは，各層に属す互いに素な事象 AinBの和として

B = (A1 n B) U (A2 n B) U... U (An n B) 

と表されるから(図1.2参照).その確率 P(B)も公理 (iii)(p. 4)によって

P(B) = P(A1 n B) + P(A2 n B) + . . . + P(An n B) 

で与えられる これに確率の乗法定理 (p.8) を適用すれば

P(Ai n B) = P(Ai)P(B I Ai) 

であるから

P(B) = P(AdP(B I Ad + P(A2)P(B I A2) + . . . + P(An)P(B I An) 

となる

定理1.5 全事象が Ai(i = 1，・，η)に層別されていると き，事象 B

が起こったときの各層の条件付き確率 P(AiI B)を事後確率 (posterior

probability)といい，事前確率 P(A)と条件付き確率P(BI Ai)を使って

P(Ai)P(B I A;) 
P(Ai I B) = 

P(A1)P(B I Ad + P(A2)P(B I A2) +... + P(An)P(B I An) 

と表される これをベイズの定理という

[証明] 層Aτ で起きる事象Bの確率p(AinB)は，乗法定理 (p.8)より，

P(Ai n B) = P(Ai)P(B I Ai) = P(B)P(Ai I B) 

であるから，全確率の公式 (p.10)より，

P(Ai)P(B I Ad 
P(Ai I B) = 

P(B) 

P(A)P(B I Ai) 
P(A1)P(B I Ad +... + P(Ai)P(B I Ai) + ... + P(An)P(B I An) 

となる
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2 平均と分散

確率変数X の分布の特徴を数値によって表すことを考えよう。よく用いら

れるのが平均あるいは期待値(expectation)と呼ばれるものであり ，Xの期待

値という意味で E(X)と書く 記号としてギリシャ文字のミュー μを用いる

こともある 離散型のときは，確率がPi= P(X =山)であれば

μ= E(X) =乞仰i (離散型)

で定義する また，連続型のときは，密度関数がf(x)であれば

日昨乙z削 dx (密度型)
で定義する。

期待値まわりにおける確率変数Xの散らばり具合を表す分散を V(X)と書

く。記号としてギリシャ文字のシグマの 2乗σ2を用いることもあり，

σ2 = V(X) = E{(X μ)2} 

と定義される したがって 期待値の式から 分散は次のように与えられる

σ2 = V(X) =乞(Xi μ)2Pi (離散型)

i=l 

σ2 = V(X) =乙(xーμ)2f(x) dx (密度型)
分散の正の平方根を標準偏差という

ニ F而

標準偏差は確率変数X と同じ測定単位をもっている.たとえば，Xが身長

cmであるとき，分散の単位は cm2であるが，標準偏差は身長と同じ単位 cm

である
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一般に，確率変数Xの関数H(X)の期待値は次のように与えられる

E{H(X)} =乞則的)Pi (再It散型)
i=l 

明 (X)}=に H(x)f(♂)dx (密度型)

分散は (X-μ)2 = H(X)としたときの H(X)の期待値であるから，

V(X)二乞(山 μ)2Pi = L Xi2Pi -2μLXiPi +μ2 LPi 
i=l i=l i=l i=l 

= E(X2) -2μ ×μ+μ2 = E(X2)一μ2= E(X2) _ {E(X)}2 

と変形できる この結果を分散公式という

V(X) = E(X2) - {E(X)}2 

〔分散 =2乗平均一平均の 2乗〕

第2章 (p.22)で述べたデータに対する平均去を標本平均 (samplemean)， 

分散 82 を標本分散 (samplevariance)といい， 上で述べた確率変数 X に

対する平均 μを母平均 (populationmean)，分散 σ2を母分散 (population

variance)といって乎び分けることもあるので注意しよう

1次式で表される確率変数に対して，次の定理が成り立つ

定理 3.1 li在率変数がαX十b(α，bは定数)と表される とき，

( 1) E(α+bX)=α+ bE(X) =α+bμ 

( 2) V(α+ bX) = b2V(X) = b2σ2 

[証明] 平均については，

荷f[散型 E(α十bX)=乞(α+bXi)Pi =αLPi + b:Zン仇 =α+bμ
i=l τ=1 

密 度型恥昨に山川)dx 

=αにf(x)dx 

i=l 
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分散については，

V(α+ bX) = E[{(α+ bX) -E(α+ bX)}2] 

= E[{(α+bX)一(α+bμ)}2]

= E[{b(X μ)}2] = b2 E{(X μ)2} = b2V(X) 

47 

確率変数Xに対して，平均 μ=E(X)を引き，標準偏差 σ=伊商で

割った l次変換を標準化または z-変換という

Z= X E(X) 三二J1.
F商 σ

z-変換の平均はOで¥分散は 1であることに注意しよう (p.28)。

E(Z) = 0， V(Z) = E(Z2) = 1 

例題 3.4

li在率変数Eがベルヌーイ分布 Ber(p)(p.43)に従うときの平均と分散は

E(e) = p， V(e) = p(l -p) 

であることを示せ

[解] ベルヌーイ分布は離散型であるから，平均は

E(e) = 1 x p + 0 x (1 -p) = p 

02=0，12=1であるから. e2 =ε が成り立つ 分散公式 (p.46)より

V(e) = E(e2) -{E(c)}2 = E(e)一{E(e)}2= P -p2 = p(l -p) 
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例題 3.5

Xをサイコロの出る目の数とするとき，その平均と分散を求めよ また，標

準偏差はいくらか

[解] サイコロの目の数Xは離散型であるから，平均は

1 1 1 7 
μ= E(X) = 1 x一+2x一+••• +6 x一=一=3.5 

6 6 6 2 

次に，Xの2釆平均は

1 ， "，2 .. 1 91 
E(X2) = 12 X一+22 X一+...+6-< x一=一

6 6 

よって，分散公式 Cp.46)から，分散は

/¥2 35 
σ2 = V(X) = E(X2) -{E(X)}2 =τω =五=2

したがって，標準偏差は

σ=VV(X) = 1.708 

例題 3.6

確率変数X の確率が

P(X=x)=cx (cは定数)

で与えられ，xは1，2， 3， 4の値のみをとるものとする。

( 1) cの値を求めよ

( 2 ) この確率変数Xの平均を求めよ

(3) Xの分散と標準偏差を求めよ

(4) Xのふ変換Zはどのような確率変数か
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次節以降では，正規分布に従う標本の標本平均や標本分散に対する分布につ

いて， もっと詳細な議論を行う さらに，一般の分布に従う標本に対して，標

本数 17， が大きいときに「大数の法則」と「中心極限定理J(p. 92， 93)を使い，

標本平均の近似的な性質を論じる。

3 正規分布から導かれる標本分布

母集団が正規分布に従う とき，その無作為標本 X1，・・・ ，X叫の標本平均 X

と標本分散 S2の分布について詳しく検討し，カイ 2釆分布，ティー分布，エ

フ分布というよく知られた分布が導かれることを示そう

定理 5.4 正規分布 N(μ，d)に従う 17， 個の無作為標本X1，・・・ ，Xnの標

本平均知正規分叫ん子)山川fってその z変換 Zは標

準正規分布N(Oヲ 1)に従う

主 ~N(μζ) 牛=今
何 (X μ)Z = v'. ，-- r-; ~ N(O， 1) 
σ 

[証明] 定理4.3(p. 73)により，正規確率変数の和が再び正規分布に従う

ことから，相ILX.iは正規分布に従うことがわかる(正規分布は平均と分散
i=l 

で決まる， p. 56) 一方，和の平均と分散はそれぞれ ημ?ησ2となるから，

会Xi~N川(52)ヲ主 ~N(μζ)

となる z-変換はその定義式 (p.57) より明らかである

3.1 カイ 2乗分布標準正規分布 N(O，1)に従う ν個の無作為標本

Zl，・・・ ，Z，，， の2乗和

X=乞zf
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は自由度 (degreeof freeclom; cl.f.)ν のカイ 2乗分布 (chi-squareclistri-

bution)と呼ばれる分布に従うことが知られており，この分布を記号 χ九で

表す

自由度 νのカイ 2乗分布に従うf確率変数Xの平均と分散は

E(X) =κ V(X) = 2ν 

である ここで，v (ギリシャ文字のニュー)は正の整数を表す.

砂参考 自由度 νのカイ 2釆分布に従う確率変数Xの確率密度関数は

f(x) =-(ム--;;-X苦九ーす忽?
rr言12す

X>O 

で与えられることが知られている ただし，

町巾ルS←1=子1=x8うzがs 1」γ巴jf川一寸m
であり，これをガンマ関数(匂gammafU11Ctiぬ011吋1)とよぶ 刀ンマ関数は次の性質をもつ

(川1川)r円叩(ο1ト 1， r(~)= ♂ 
( 2) r(s十 1)= sr(s) 

( 3 ) 正の整数ηに対して，r(η) = (n -1)! = (η-1)(η-2)...1 

j(x) 

ν=6 

。

図5.1 自民|度ν3，4， 6 
のカイ 2釆分布の密

Z 度関数f(x)

ひょっそく ひょうとう

カイ 2乗分布表(付表 3)では，表側に自由度 νをとり，表頭に確率αを

とる 自由度 νの水平行と確率αの垂直列が交わるところにある数値が自由



3 正規分布から導かれる標本分布 87 

度νのカイ 2乗値χ2ノ(α)であり，

P{Xミχ2ノ(α)}=α 

を意味する すなわち，自由度νのカイ 2乗分布に従う確率変数Xがχ2ノ(α)

以上(Xミχ2ノ(α))をとるとき，その確率Pがαになるという意味で， χ2ノ(α)

をカイ 2釆分布の上側 α点または，上側 100α%点という

例題 5.2

自由度が 10のカイ 2釆分布に従う確率変数 X がある値を超える確率が

5%であるようにするには，その値をいくらにすればよいか

[解] ν=  10，α=  0.05として上側 5%点 χ210(0.05)をカイ 2乗分布表

(付表 3) より求めればよい すなわち， χ210(0.05)= 18.307を得る

定理 5.5 句集団が正規分布 N(μ3σ2)に従うとき，これから得られた無

作為標本X1，・，Xnの襟本平均を X とすると

守口
一02

y=云さ(Xi-X)2 =二五

は自由度 ν=η-1のカイ 2一系分布に従う

[証明] 定理5.2(p. 83)において Xi0) Z変換 Zi二竺こと Xのz-変
σ 

換 Z二三二丘を考えるとき，
σ/j石

X=乞Zi2=会玄同 μ)2

= -;{S2 + (文一μ)2}= Y + Z2 
σ“ 

と書ける。Xは自由度ηのカイ 2乗分布に従い，定理 5.4(p. 85)より Z2は

自由度 1のカイ 2乗分布に従う 。このことから， yが自由度 ν=17， -1のカ

イ2乗分布に従い，Zと独立で、あることが導かれる



第7章

検定

統計的推測のもう 1つの方法は 句集団分布の旬数に関して 2つの仮説を

立て，どちらの仮説が正しいかをデータから判定するという方法であり，仮

説検定 (testof hypotheses)とH乎ばれる

本章も第6掌と同様に，母集団が正規分布に従う ことを仮定する

1 検定の手順

検定は通常次のステップで進められる。

( 1 ) 仮説の設定 母数Oは既知の値 80，e1のどちらか一方であるが，ど
ちらが正しいかは未知lであるとする そこで 次の 2つの仮説を考える

Ho : 8 = 80 帰~仮説
H1 : 8 = 81 対立仮説

通常の命題を帰無仮説 (nullhypothesis)といい，Hoで表し，それに相対する

命題を対立仮説 (alternativehypoth回 is)といい，H1で表す

2つの仮説は二者択一で，iHoでもあり H1でもある」とか iHoでもなけ

ればH1でもない」というような|度昧な結論とならないように構成される

上の仮説のようにそれぞれ 1点。。や 81からなるものを単純仮説といい，複

数の点や区間で与えられるものを複合仮説という

特に，対立仮説としては，帰無仮説の両側にある両側仮説・

(a) H1・0ヂ80 (両側仮説)

または，帰無仮説の右側にある右側仮説や左側にある左側仮説.
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( b) H1: e > eO (右側仮説)• または. ( c) H1: e < eO (左側仮説)

を考える 右側仮説あるいは左側仮説の場合を片側仮説ともいう

具体例においては，これらのうちのどれを対立仮説として用いるかは非常に

重要である たとえば， 中学生と高校生の身長の差を検討するとき. I高校生

は成長が11こまって差がない」のか. I成長は止まらず差がある」のか，という

ことが問題にされているのだから，

( a) 中学生#高校生 または ( b ) 中学生>高校生

というようなものを対立仮説として検討する必要はなく，

(c) I-h:中学生<高校生 (右側仮説)

を考えればよい どれを対立仮説として用いるかの判断はデータを見てから行

うものではなく， 対立仮説はデータを見る前に書く べきである

(a)両官11I検定

(b)右側検定 (c)左側検定

図7.1 棄却域 Rと採択域RC
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7E 

( 2 ) 検定統計量の選定 検定する母数についての情報をもっ統計量の中

で¥帰無仮説と対立仮説の差をもっとも反映するような統計量を用いることが

非常に重要である 検定に用いられる統計量を検定統計量という.

( 3 ) 有意水準と棄却域の設定 検定の結論は確率を用いた判断であるた

めに，帰，1)11，仮説が正しいのに，検定の結論としては帰無仮説を棄て対立仮説

を採ってしまう誤りの確率 αを設定する.この αを有意水準 (significance 

level)または危険率という 実用では危険率が小さいことが求められるため，

通常，有意水準としては， α=0.10， 0.05， 0.01などが選ばれる.本書では特

に断りのない限り， α=0.05としている 問題の性質に応じてもっと厳密に，

α= 0.01などとして検定せねばならないこともある

検定統計量Tの確率分布から， αに対応した Tの領域Rが両1f!1J(片側対立

仮説の場合は片側)に設定される(図 7.1参照)

P(TεR I Ho) =α (有意水準)

この領域 R を棄却域 (rejectionregion)といい，その補集合 RCを採択域

(acceptance region)という Tの実現値(データ値)がRに入れば帰無仮説

Hoを棄却する (reject)，RCに入れば帰無仮説Hoを採択する (accept)とい

う意味である このためには，Tの分布する領域を棄却域Rと採択域RCに分

ける基準をデータを得る前にあらかじめ定めておく 必要がある

( 4 ) 帰無仮説の棄却と採択 データ X (Xl， X2， ...， Xn)から検定統

計量Tの実現値t= T(x) = T(Xl， X2， "') Xn)を得て，帰1!1li仮説を棄却する

か，採択するかの判定を行う.すなわち，実現値が棄却域に含まれるか，採択

域に含まれるかをみて

t εR 争 Hoを棄却 (D 7正Doであって，有意差あり)
t εRC ===} Hoを採択 (D = Doであって，有意差なし)

の結論を導く

以下の一般論の説明や例題では繁雑さを避けるため 対立仮説には両側仮説
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2 分散比について

1節 (p.127)における母平均の差d=μ1一向についての推定や検定では，

正規2標本の分散は未知であるが共通分散をもっとすることで推定や検定がで

きたが，一般には. 2標本間の分散が同じであるかどうかの情報を得る必要が

ある
ー 2 TT 2 

母分散の比 r U1 の推定量は不偏分散の比r=とてであり，それらは
σ2~ U2“ 

自由度 (ν1，ν2)= (η1一1，η2-1)のエフ分布に従うー
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2.1 分散比の区間推定 自由度 (111- 1， 112 - 1)のエフ分布の上似IJα/2点

FZJ二{(α/2).上側 1-α/2点F?とごl(lα/2)に対して，

1ー α=P(FJ;二{(1ー ψ)<;<Fζ1ご{(α/2

二 p~ r < r < 勾 T

lkrJA二{(α/2)R;tJ二{(1-α/2)) 

が成り立つ
σ12 

したがって，母分散の比r=ーτ の信頼度 αの信頼区間は
σ2“ 

1 = [正(a/2)， p;とJ(;川
である また，エフ分布の上側1-α/2点については次のことが成り立つ ・

FHI-J(1 α/2)= ! 
H i F21(α/2) 
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F=F~; 

4 
2 

z 。
F~;(l ーを) F~:(す)

図 8.1 エフ分布の上但11α/2点と下側11α/2点

例題 8.3

女子学生 25人の体重の不偏分散は 19.6567(kg2)であり ，新生児 25人の

体重の不偏分散は 201432.6667(g2)であった 女子学生と新生児の体重の分

散比の 90%信頼区間を求めよ。

[解] 不偏分散の単位を g2に合わせて比をとると，

A
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である 自由度 (24，24)のエフ分布の上側 5%点は Fil(0.05)= 1.98である

から，下側 5%点，すなわち，上側 95%点は

F2(095)=-L-=-L=O 5050 
F1t(0.05) 1.98 

ゆえに，分散比の 90%信頼区間 Iは次のようになる:

1 = [97.584/1.98， 97.584/0.5050] = [49.285， 193.236] 

2.2 等分散の検定 次に 正規2標本の母分散の相等性につての仮説

Ho : r = 1 帰無仮説 (母分散は等しい)

Hl : r手1 対立仮説 (母分散は異なる)
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を検定することを考えよう 不偏分散の比はエフ検定統計量と呼ばれ F=子

と書(帰MIi仮説 T二 1の下では，統計量Fは自由度 (ν1，ν2)= (η1 -1，η2-

1)のエフ分布に従う (対立仮説 T-=1-1の下では統計量Fはエフ分布よりも T

の積の分だけ大きめ，または小さめに分布する)

町

内

4

-nr
“

仏
一
日一

一F
 

したがって，信頼度 αの棄却域Rは

R = {F: F < F，な(1 α/2)，F:;; (α/2) < F} 

例題 8.4

ある動物を無作為に 2群 A，Bに分け， 2種類のエサを与えて成長の差を調

べた 体重について次のデータを得たとき 両エサによる成長のばらつきは同

じといえるか (例題8.2，P129参照)。

平均 分散襟本数

8.8 10 

10.1 8 

[解] 平均値ではなく ，分散を問題とする

Ho:σ12 - σ22 帰無仮説

Jh:σl2ヂσ22 対立仮説

として，分散比の検定を行う エフ分布の上側0.05点は Fi(0.05)= 3.68，下

側 0.05点は

Ff(095)=-L=土 =0.304 
FJ (0.05) 3.29 

で求められ，このときの棄却域Rは

R = {F : F < 0.304， F > 3.68} 
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である 標本分散を不偏分散に直すと
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となり ，Fの実現値fは

f 129778 
=一一士=~ =0.847 

U2~ 11.543 

で，これは棄却域Rに含まれず，このデータから有意水準 0.10で等母分散を

否定できない.

例題 8.5

A校の生徒 16名， B校の生徒 12名に読解力テストを実施して， A校の平

均x= 73，標準偏差81= 27， B校の平均 y= 56，標準偏差 82= 14を得た

同校の成績のばらつきが異なるといえるか

[解] Ho:σ12=σ22 帰無仮説

Hl σ12宇佐 σ22 対立仮説

として，分散比の検定を行う エフ分布の上側 0.05点は Fl{(0.05)= 2.72， 

一一 1 1 下側 0.05点は F{f(0.95)=一一一一一=一一一=0.399で求められ，この
F{J (0.05) 2.507 

ときの棄却域Rは

R = {F : F < 0.399， F> 2.72} 

である.標本分散を不偏分散に直すと，
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となり ，Fの実現値fは

f127776  
=ーで=一一一一=3.637 

U2~ 213.82 

で，これは棄却域Rに含まれ， したがって有意水準 0.10で等母分散は否定さ

れる
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